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%�����&� ��� '�� �("")��� *������� �� ����� � ����� +��� �� ��������� �������� ������ �� � � ��

 �� ������ ������������ +�� ��� ��� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ��� ,������ �� ��������

������ ������������ -�� ����� �� �������� �������� ���� ��� ����������� ���������� �������� �����

����������� �������� ��������� �*���� �� ��� �(""(�� %�������� ��� '����� �("")�� $��. �� ���

�(""/�� ��� ������� ������+����� �� ���� ��� ����������� �0������ +� ���� ��� +���� ��� ��
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���������� ���
������ ��� � 
���� � ���� t ����������������
 ���� ��� ��� ���� �� �������

����� ��
���� ��� ��� � ��� ��� � ���
� ������� ���� ������� kt+1 = htQwt� ����� ht ���

���� ��� ����� ������ hI
t �� hD

t  �� ������ �	 �!������ " ��� #$% ��������
 �� ��� ������ � ���

�������� ���� ��������� �� ���� t� &������ ���� ��� �������� CI �� �� ����� �� ���� ������ t ��

���� kt+1 = kIt+1 = hI
tQwt� '��� �����������
 ��� ������ �� hI

t ��� wt ��� �!�������  "% ���

 (% �����������	 ��� ���� ����
��)��
 ���� ρt+1 = Aαkα−1
t+1  ��� �!������  *%%� �� ������� kIt+1
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β
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+� �� ���	 �� ����	 ���� β ≡ 2α
2−α < 1 ���� ��� ����� � ������� �� ������ �� ����������

���
�� +� ��� ����� ��� ����� � α ���� ��� �� ��� �������� 0 < α < 2
3 � ����� �� ������ �� ��

���� �����
���� ��� ����	���� ��� ������� ���� ��� �������� CD �� �� ����� �� ���� t� ��� �� �

������� ��� t + 1 ������� �� 
���� �	 kt+1 = kDt+1 = hD
t Qwt ����� hD
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'� ������ ����
 �!�������  (%�  *% ���  #$%� �� �,����� ��� ������� �	������ ���������� ����
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��� kIss ��� kDss ������ ��� �����	 ������ ���������� ���� ��� �	������ �������� �� �!�������

 #(% ���  #*%� �����������	� -����� ���� ��� ���������� �� ������� �������	 ����� ��� ��������

CD �� ��
��� ���� ����� ��� �������� CI � '� � ������� Ψ2 > Ψ1 ��� ������� ���� �� ������ ��

� ��
��� ���.�����	 ����� ��� �������� CD ���� kDss > kIss� /�������� �� � 
���� kt� ��� ����

t+1 ����� � ������� �� ����� ���� ��� �������� CD �� �� ����� �� ���� t� +� ����������� �� ����

ρIt+1 = Aα
[
Ψ1k

β
t

]α−1

> ρDt+1 = Aα
[
Ψ2k

β
t

]α−1

 #0%

+� ��
��� #� �� �������)� ��� ������������� ������� ��� ����������
 ��
����� ����� � �������

��� ��� ������� �	�������

1� �������� ���� ������� ���� ���� �������� �� ��� ������������ ���� ��� ��������	 �� ����

h �� ��� [0, 1] �������� �� ��� ������ ����	���� &���� hD > hI � �� �� ��2����� �� ���� �� ���

������ � hD� 3���
 �!�������  #$% ���  #0%� �� �,����� ��� ����� � � hD
t �� hD = Q

Θwtρ
D
t+1 =

Q
ΘwtAα

[
Ψ2k

β
t

]α−1

� '��� ����
��)��
 ���� β = 2α
2−α ��� ���� �����������
 ��� ����� � wt ���

 (%� �� ���	 �� ����	 ���� hD �� ���������
 �� kt ��� ���� hD ������� ��� ��
���� ������ hD
max�

���� kt = kDss = Ψ
1

1−β

2  �� ������� ��� �!������  #*%%� ������	� ���� �����������
 ��� �����

� Ψ2 �� �� ��������� ���� hD
max = g(Q,Θ, A) ���� gQ > 0; gΘ < 0 ��� gA > 0� ���������

4



�� ��� ���	�
 �� Q ����� A ��� ��� ��� ����� �� �� ��� ���	� �� Θ �
 ��� ��� 
���� ��� � ���

����� �� ��������� ���
���������
 ����
 h �� ������ ��	�� �� ��� �������� (0, 1) ��� ��� ������

�����
�
�

� ����� ����	
������� �� 	���	�� ������ ��� �����
��

�������
���

��� �����
�
 ���
���� �� ��� ������� � 
	���
�
 ���� ��� ������ �� ��� ����������� ������ ��

���� t �
 ���	���� �� ��� ���	�
 �� ��� �	����� �� ��� �	�	�� 
���� ��������
 
	�� �
 wt ��

ρt+1� ������
� ��� ��
	��
 �� ��� ������� � ��������� ��� ���� ���� ��� ������� ������
 �
 ����

�
 ��� t + 1 ����� �� �������� ρt+1� ���� �� ��� ������ �� ��� �������� �������� �� ��� ����

����� t� ��������� ��� ��������
��� ������� ��� ����������� ������
 �� ��� 
���� �������

�����
���
 ��� ��� ��	
����� �� ���� 
��	� �� �������� !������ �� ����	�� ��� �������	


����	���� �� �������� �������� �� �"������ �������� �����
 ����� ��� ���� �� ����������� #�

���
 
������ �� 
��$ �� ������� ���
 ���� ���� ��� ���� �� ��� ��������� 
�� �� ��
	��
�

����� �� ��� χI(kt) ≡ wtρ
I
t+1 ��� χD(kt) ≡ wtρ

D
t+1� �	�
� ρIt+1 ��� ρDt+1�
� ���� ��

�������� ����� χI(kt) ��� χD(kt) �
� ���	 ���
������ �� kt� �������
 �	� ���� �� Ω �� ������ ��

�������� ����� ��� ����� kcI ��� kcD �� �� �	� ����� �� kt ��
 �	��	 χI(kt) = Ω ��� χD(kt) = Ω�


����������� �	�� kcD > kcI �

��		
� %���� 
	�
���	���� ��� ���	�
 �� wt� ρIt+1, �� ρDt+1 ���� �&	�����
 '() �� '*�)�

�� ����� ��������� ���� β = 2α
2−α � �� �
 
������� ������ �� ������ ���� ���� χI(kt) �� χD(kt)

��� ������
��� �� kt �� ��� ����� �� χI(kt) = A2α(1 − α)Ψα−1
1 k

α2

2−α

t �� χD(kt) = A2α(1 −
α)Ψα−1

2 k
α2

2−α

t � +	���������� χI(kt) > χD(kt) 
���� Ψ2 > Ψ1. %���������� kcD > kcI � ,���
� �����

�� +��	�� * ��� � ����������� �����
���������

-���� kcD > kcI � �� ��� ���� �� ����������.� ��� ������� ���� ����� �
����� ����������

������
 ��
� �� ��� ��������
���
 �� kt ���� kcD �� kcI � /	� ����� �
 ���� ���� kt �
 ���

���	�� 
	�� ���� ��� �������� kt < kcI < kcD ���
� ��� �������� CI �
 ��� ���
�� ��� ��

����
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 ������� ��� ��������
 �� ��� �����
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	�� �� �������� �����
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 �� ��� ���	�
 �� wtρt+1 1����	��

�&	�����
 2 �� *34 �� 
���� χI(kt) ≡ wtρ
I
t+1 ��� χD(kt) ≡ wtρ

D
t+1 ��� ���� ������
��� ��

kt� ��� &	����� �� �������� �����
 ������ ���� ������ ���� ������� ���� ������� ���	�	�������
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���
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����������� 	
 ��	�� ���� μt 
�
������ ��� �
����	� 	� ����
�����
��� ��	 	��
 ���

�	��
��� CI �� ���� t� ��� ��� 
��� 	��
 ��� �	��
��� CD� ����� �� �������
���

��� μt = 1 �� kt ≤ kcI < kcD ��� μt = 0 �� kcI < kcD ≤ kt�

���� μt ���
����� �	�	�	������ ���� ��� ������ ��	�! kt �� ��� ����
��� kcI < kt < kcD
��� �	���
"�� �	 # �� kt �	���
"�� �	 kcD�

�����


��� ��	�� ���� kt ≤ kcI < kcD� $	�����
 � ������	
 
	%�� ���
� μt = 1 �	 ���� �� ���� t

��� ����
�����
��� 	��
 ��� �	��
��� CI � &��	
���"� � wtρt+1 = wtρ
I
t+1 ≡ χI(kt)� ����� χI(kt)

�� ���
�����" �� kt ��� ����� kcI �	���� χI(kt) = Ω� �� ���� χI(kt) < Ω �	
 kt < kcI � ���
��	
��

���	
���" �	 ������	� ����� �	 %������� ����
�����
 ��� �� ��������� �	 ������� �
	� ����

������	
 
	%��� �	 ��� ���� μt = 1 
�
������ �� ������ �������
���� �	�����
 ��� 	���


�'�
��� ���
� ��� ����
�����
��� �� ���� t 	��
 ��� �	��
��� CD �	 ���� μt = 0 ��� wtρt+1 =

wtρ
D
t+1 ≡ χD(kt)� ����� χD(kt) < χI(kt) ��� ����� χI(kt) < Ω� �� ���� χD(kt) < Ω� ���
��	
�

�� �� 	����� �	
 �� ����
�����
 �	 ������� ��� 	��
 ��� �	��
��� CI ��� ��� �������
��� ��

�	� ��	
��� � ��� ������	
 
	%�� ���� μt = 0� ������
� � ���� kcI < kcD ≤ kt ��� 
�����	�

χI(kt) > χD(kt) > Ω �	��� � ���
��	
� μt = 0 ���
"�� �� �� ������ �������
��� ������	
�

���� ��	�� ���� kcI < kt < kcD� (�����
 ��� ������	
 
	%�� μt = 1 �	
 ��� 
	%�� μt = 0

��	
� �� �������
��� ����� χI(kt) > Ω ��� Ω > χD(kt) �	�� �	
 �� ������ 	� kt �� ����

����
���� )	����
� ���
� �'���� �� �������
��� ���� �� ��	
��� � � ��'�� ������	
 
	%�� ����

μt ⊂ (0, 1)� �	 ��� ����� ���	�� kmt+1��� ρmt+1 �� ��� ���� t+1 ������ ��	�! �
 %
� ��� ��� 
���

	� ������ 
��������� ���� μt ⊂ (0, 1) �
����	� 	� ����
�����
��� 	��
 ��� �	��
��� CI ��� ���


��� 	��
 ��� �	��
��� CD� *� �� ��� �	 ��
�� ���� kmt+1 = [μtΨ1 + (1− μt)Ψ2] k
β
t ��� ρmt+1 =

Aα
[
{μtΨ1 + (1− μt)Ψ2} kβt

]α−1

� +�
���
� ����� Ψ2 > Ψ1�������	�� �, ��� �-�� �� ���� ����

kIt+1 < kmt+1(μt) < kDt+1� ��� ρIt+1 > ρmt+1(μt) > ρDt+1� &� ���	
�� ��%�� χm(kt, μt) = wtρ
m
t+1 =

A2α(1−α)k
α+β(α−1)
t

[
{μtψ1 + (1− μt)ψ2}α−1

]
���� β = 2α

2−α � ����� ρ
I
t+1 > ρmt+1(μt) > ρDt+1� ��

���� χI(kt) > χm(kt, μt) > χD(kt)� .� �	�
��� χ
m(kt, μt) → χI(kt) �� μt → 1 ��� χm(kt, μt) →

χD(kt) �� μt → 0� ���� �	
 � ����� 	� μt ⊂ (0, 1) �	
 ����� χm(kt, μt) = Ω �	��� ��	
�� ��

�������
��� �� ����� μt �
����	� 	� ����
�����
��� 	��
 ��� �	��
��� CI ��� ��� 
��� 	��
 CD�

+����� � χm(kt, μt) �� ���
�����" �� �	�� kt ��� μt� ���
��	
� �	
 χ
m(kt, μt) = Ω �	 �	�� �� ���

����
���� μt ���� ���
���� �� kt → kcD � &"���� ����� 
���
 �	 +�"�
� � �	
 � ���"
�������
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����
�����
 ������ 	� ��� ���� 	� ��� �	��� wt� �� ���� �� 	� ��� 
��� 	� ������ � ρt+1. +�
���
�

ρt+1 ���
����� ���� �� ���
�����" �����
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����� ������� CD 	������ ��� ���� �� ��� 
���� wt� �� 
����

������ �� ���������� ��� ��� ����� �� ���������� �� ��

 ��� ��� �������� ������ �� ��� �����

�� ������
� ��� ����� �� ���� �� ������� �� ��� �������
 kcI < kt < kcD �� �� 
���� ��
��� �� wt�

��������� ��� ����
�	���� ��� ��
� ������� � �������� �� 
����� ������� CD �� ��� ��������

��������� ����������

� �� kt → kcD�

��� ����
�� �	����� �� ��� ���
� ���� ��� ��
��� �������� ��

 ���� �� ��� ��
�� �� kt

��
����� �� ��� ��
��� �� kcD �� kcI � �������� ��� 
��� ��� ������� �� ��� ������� ���� �� ���

��
���������� �� ��� ������
 ������
 ������ k0� ���� ��� ��� �������
 ��
���� kcD �� kcI � �� ��� ���

����� ������� kDss �� kIss ��� ���� 	� ���������  ! ��  "#� $� ������� ��� �%��� ��
���������

��

 ���� �� ��� �%������� ����������� &� ��� ���� 
���� �� ���� ����� �� ��� �� �� ����

�������� '�� ���� �� ������� ��� ��� ��
�� ����� ���� ��� ����������� �� 	���
� ���������

��� �����	
� ��������� (� ��� ���� ����� ��� ������� ����� � ������ ���������� ���� � 
�� �� �

���� ���
��� �� �������� ������ ������ �� �
�� ���� � 
�� �� � ���� 
���
 �� �������� �����������

(� ��� ����� ����� ��� ������� �� ������ �� ������ ������ �� � 
�� ����� ����� ���� ����

���
��� �� �������� ������ �����������

)���  * k0 < kcI < kcD < kIss < kDss

(� ���� ����� �� 	���� ����� ��� 
����	
� ���� ��

 ������ ���� ����� ��� �������� CI ����


���
� ����������� �� ������� �������� �� ��� ������
 ��

 ������
��� �������� �� �������� + !,�

-���� kcI < kcD < kIss� ��� ������
 ����� ��

 ���� �� ��

 ����� ��� �������
 �kcI , k
c
D# 	����� kIss ��
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